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บทคัดยอ 
  
 งานวิจัยนี้สนใจศึกษาเปรียบเทียบความสามารถในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสน 
Ax b=  สําหรับปญหาลูกโซมารคอฟขนาดใหญบนโปรแกรม MATLAB ดวยการจําลองเมตริกซ
เปลี่ยนสถานะอยางสุม ใน 3 ลักษณะ คือ  1) เมทริกซหนาแนน ซ่ึงกําหนดใหมีขนาดเปน 500, 1000, 

1500, …, 5000 และมีจํานวนสมาชิกในเมทริกซที่มีคาศูนยเปน 99%, 95%, 90%, 75%, 50%, 

25%, 10%, 5% และ 1%  2) เมทริกซมากเลขศูนย  และ 3) เมทริกซแถบที่มากเลขศูนย  ซ่ึงทั้งสอง
ลักษณะกําหนดใหมีขนาดเปน 10, 100, …, 1000000  ทั้งนี้ในแตละกรณีที่ศึกษาทําการสุมซ้ําจํานวน 
5 รอบ  การหาคําตอบของปญหาลูกโซมารคอฟนี้ ฟงกชันที่ใชในการหาคําตอบแบงออกเปน 2 กลุม 
คือ 1. วิธีการคํานวณพีชคณิตโดยตรง ไดแก วิธีการจํากัดของเกาส (Gauss Elimination : GE) , 

วิธีการแยกตัวประกอบ LU (LU Factorization : LU) และวิธีแยกตัวประกอบ QR (QR 
Factorization : QR )  2. วิธีการวนซ้ํา ไดแก ไบคอนจูเกตเกรเดียนต (Biconjugate Gradient : 

BICG) , ไบคอนจูเกตเกรเดียนที่เสถียรแลว (Biconjugate Gradient Stabilized : BICGSTAB), 
คอนจูเกต      เกรเดียนตกําลังสอง (Conjugate Gradient Square : CGS) ,  วิธีแยกตัวประกอบ QR 

ที่ใหกําลังสองนอยที่สุด (Least squares QR Factorization : LSQR) และ เศษตกคางควอไซมินิ
มอล  (Quasiminimal Residual : QMR)  โดยเปรียบเทียบระยะเวลาที่ใชในการคํานวณหาคําตอบ
ของแตละวิธี ซ่ึงประมวลผลบนเครื่องคอมพิวเตอรเพนเทียม 4 ความเร็ว 2.4 GHz หนวยความจํา
สํารอง 1 GB พบวาสําหรับเมทริกซหนาแนนทุกขนาด และระดับความหนาแนนทุกระดับ  วิธี CGS 
สามารถคํานวณไดเร็วที่สุด สําหรับเมทริกซมากเลขศูนย พบวาวิธี GE สามารถคํานวณไดเร็วที่สุด และ
สําหรับเมทริกซแถบมากเลขศูนย พบวาวิธี LU สามารถคํานวณไดเร็วที่สุด  
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บทนํา 
  กระบวนการสโทแคสติก (Stochastic Process) เปนตัวแบบความนาจะเปน 

(Probabilistic Model) ของระบบที่มีการเปล่ียนแปลงเกิดขึ้นอยางสุม  เชน ระบบแถวคอยการ
ใหบริการของธนาคาร จะพบวาเวลาระหวางการเขารับบริการของลูกคาและเวลาใหบริการของ
พนักงานเปนตัวแปรสุม ทําใหการเปลี่ยนแปลงตางๆ เกี่ยวกับแถวคอย เชน เวลารอรับบริการของ
ลูกคาในแถวคอยจึงเปนตัวแปรสุมดวยเชนกัน   ถาระบบที่ตองการศึกษามีขนาดใหญมาก (Large 

Scale System) เชน ปญหาการจัดการสินคาคงคลังของหางสรรพสินคาขนาดใหญซ่ึงมีสินคา
หลากหลายขนาดและชนิดที่จะตองจัดเก็บ สินคาแตละชนิดมีระยะเวลาในการจัดเก็บหรือระยะเวลา
ในการจัดสงที่แตกตางกันหรือมีความไมแนนอนเกิดขึ้น รวมทั้งอาจเกิดปริมาณความตองการสินคา 
ไมแนนอนขึ้นดวย  ดังนั้นการกําหนดจํานวนสินคาคงคลังที่เหมาะสมจึงมีความซับซอนมากขึ้น 
และปญหาลูกโซมารคอฟขนาดใหญ  
 ปญหาลูกโซมารคอฟเสนอโดย อันเดรย อันเดรเอียวิช มารคอฟ (Andrei Andreyevich 

Markov) โดยจัดรูปแบบปญหาใหอยูในรูปของระบบสมการเชิงเสนแลวใชหลักการพีชคณิตเพื่อ
หาคาความนาจะเปนในระยะยาว )(π  ของสถานะตางๆ  ของระบบ   ปจจุบันมีโปรแกรม
คอมพิวเตอรหลากหลายโปรแกรมมาชวยในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนดวยวิธีพีชคณิต 
ซ่ึงถาปญหาขนาดเล็ก การหาคําตอบดวยวิธีพีชคณิตจะทําไดงายใชเวลาคํานวณนอย  แตถาปญหา
ขนาดใหญการหาคําตอบดวยวิธีดังกลาวจะใชเวลาคํานวณมากขึ้น จึงมีการพยายามคิดคนวิธีการ
เชิงเลข (Numerical Method) เพื่อหาคําตอบดวยวิธีการวนซ้ํา (Iterative Method)  หลากหลาย
วิธี เพื่อลดเวลาในการคํานวณหาคําตอบเปนสําคัญ 

 งานวิจัยนี้มีวัตถุประสงคหลักเพื่อศึกษาสมรรถนะของฟงกชันการหาคําตอบของระบบ
สมการเชิงเสนดวยวิธีพีชคณิตโดยตรง และวิธีวนซ้ําของคําสั่งพื้นฐานในโปรแกรม MATLAB 

เพื่อหาคําตอบของปญหาลูกโซมารคอฟตั้งแตขนาดเล็ก จนถึงขนาดใหญ 3 ลักษณะ คือ 1) เมทริกซ
หนาแนน (Dense Matrix)   2) ลักษณะเมทริกซมากเลขศูนย (Sparse Matrix) และ 3) ลักษณะ
เมทริกซแถบมากเลขศูนย (Band Matrix) โดยฟงกชันการหาคําตอบประกอบไปดวยวิธีการ
ทั้งหมด 8 วิธี เพื่อเปรียบเทียบเวลาในการคํานวณหาคําตอบวามีฟงกชันใดสามารถคํานวณหา
คําตอบไดเร็วที่สุด โดยวิธีการคํานวณเหลานี้จะกลาวโดยละเอียดในหัวขอถัดไป 
 



ทฤษฎีท่ีเก่ียวของ 
 การแกปญหาระบบสมการเชิงเสน bAx =  ดวยโปรแกรม MATLAB เพื่อหาคาของ      
ตัวแปร x  ซ่ึงเปนเวคเตอรขนาด 1×n  เมื่อกําหนดให A เปนคาคงที่ในรูปเมทริกซจตุรัสมีขนาด 

nn×   และ b  เปนเวคเตอรคาคงที่ขนาด 1×n   จําแนกวิธีแกปญหาดังกลาวออกเปน 2 กลุมใหญๆ
คือ วิธีการคํานวณพีชคณิตโดยตรง (Direct method)  และวิธีการวนซ้ํา (Iterative method) โดย
ในแตละกลุมมีหลายวิธีการหาคําตอบแตกตางกัน [7][10][11]   ดังนี้  
 
1.  วิธีการคํานวณโดยตรง เปนวิธีซ่ึงคํานวณหาคาของสมาชิกในเวคเตอร x  แตละตัวไดโดยการจดั
รูปเมทริกซ A เสียใหม  ซ่ึงมีรายละเอียดดังนี้ 
  1.1 วิธีการกําจัดของเกาส (Gaussian Elimination : GE) จัดใหอยูในรูปเมทริกซแบบ
สามเหลี่ยมบน (Upper triangular matrix) โดยวิธีการดําเนินการตามแนวแถว (Row 

Operation)   จาก cUxbAx =⎯→⎯=   เมื่อ U  เปนเมทริกซแบบสามเหลี่ยมบน ขนาด nn×  
และ c  เปนเวคเตอรคาคงที่ขนาด 1×n   จากนั้นแทนคาแบบยอนกลับ (Back Substitution) 
สําหรับสมาชิกในเวคเตอร x  ทีละตัว 
  1.2  วิธีการแยกตัวประกอบ LU (LU Factorization : LU)  จะแยกเมทริกซ A ใหอยูใน
รูปผลคูณของเมทริกซแบบสามเหลี่ยมบนกับเมทริกซแบบสามเหลี่ยมลาง  (Lower Triangular 

Matrix)  โดยพิจารณาจาก  bLybUxLbLUxbAx =⎯→⎯=⎯→⎯=⎯→⎯= )(    เมื่อ  L  
และU  เปนเมทริกซแบบสามเหลี่ยมลางและบนตามลําดับ มีขนาด nn×  และ y  เปนเวคเตอร
คาคงที่ขนาด 1×n  ซ่ึงเกิดจากการแทนคาแบบยอนกลับของ  yUx =   จากนั้นแทนคาเพื่อหาคา
สมาชิกในเวคเตอร x  ทีละตัว   

  1.3  วิธีการแยกตัวประกอบ QR (QR Factorization : QR) จะแยกเมทริกซ A ใหอยูใน
รูปผลคูณของเมทริกซเชิงตั้งฉาก (Orthogonal Matrix) กับเมทริกซแบบสามเหลี่ยมบน โดย
พิจารณาจาก bQRxbQRxbAx T=⎯→⎯=⎯→⎯=  เมื่อ Q  และ R  เปนเมทริกซเชิงตั้งฉาก
และเมทริกซแบบสามเหลี่ยมบนตามลําดับ มีขนาด nn×   โดยอาศัยคุณสมบัติของเมทริกซเชิงตั้ง
ฉาก คือ 1−= QQT  1×n   จากนั้นแทนคาแบบยอนกลับสําหรับสมาชิกในเวคเตอร x  ทีละตัว
[6][8][9] 
 
2. วิธีการวนซ้ํา เปนวิธีซ่ึงประมาณคาของสมาชิกแตละตัวในเมทริกซโดยผานการคูณเมทริกซ
คาคงที่และเวกเตอรของ x̂  ที่ประมาณคาไดจากการทําซ้ําหลายๆ คร้ัง มีรายละเอียดดังนี้ [1][2] 

 2.1  ไบคอนจูเกตเกรเดียนต (Biconjugate Gradient : BICG) วิธี BICG เปนวิธีการวน
ซํ้าที่พัฒนามาจากวิธีคอนจูเกตเกรเดียนต (Conjugate Gradient : CG) ซ่ึงวิธี CG นั้น เปนการ
แกปญหาระบบสมการเชิงเสน bAx = โดยวิธีการสุมคา x  ใดๆ บนพื้นที่คําตอบ จากนั้นจะใช



วิธีการหาเวคเตอรเชิงตั้งฉากของคาเศษเหลือ r  เพื่อใหไดทิศทางการลูเขาสูคําตอบซึ่งแสดงดวย
เวคเตอรฉาย p โดยหลักการของวิธี CG [2] มีขั้นตอนดังตอไปนี ้ 

1)  กําหนดคา 0000 , rpAxbr =−=  

 2)  สําหรับ j  = 0, 1,…จนกระทั่งเริ่มลูเขาสูคําตอบเมื่อคาเศษเหลือ 1+jr ต่ําสุด 

 3)  ),/(),( jjjjj pAprr=α  คือ สัมประสิทธิ์แสดงทิศทางการลูเขาสูคําตอบโดยที่ r j 

เปนเวคเตอรเชิงตั้งฉาก ซ่ึงมีเงื่อนไขจําเปน คือ 0),( =− jjjj rApr α  

 4)  คํานวณ jjjj pxx α+=+1  

 5)  หาคาเศษเหลือ jjjj Aprr α 1 −=+  

 6)  ),/(),( 11 jjjjj rrrr ++=β  
 7)  jjjj prp β+= ++ 11  

                โดยที่  baba T=),(  

จากวิธี CG ประกอบดวยคาของเวคเตอรที่ตองทําการคํานวณ 4 คา คือ x , p , Ap  และ 
r   สวนวิธี BICG นั้น ใชพื้นฐานการคํานวณเชนเดียวกับวิธี CG แตเพิ่มปญหาคูควบ ** bxAT =

ซ่ึงมีการคํานวณคา TA เขามาพิจารณารวมดวย ทําใหเกิดเวคเตอรเชิงตั้งฉากเพิ่มขึ้นมาอีก 2 ชุด 
ที่มาจากเวคเตอร *

jp  และ *
jr   ของปญหาคูควบ จึงเปนที่มาของชื่อวิธี BICG ซ่ึงเมื่อเปรียบเทียบ

ประสิทธิภาพแลว วิธี BICG ใหผลลัพธใกลเคียงกับวิธี CG ในกรณีที่ระบบมีลักษณะสมมาตร
สําหรับระบบที่มีลักษณะไมสมมาตร วิธี BICG มักถูกนํามาเปรียบเทียบกับวิธีการหาคาเศษเหลือ
ต่ําสุดแบบทั่วไป (Generalized Minimal Residual: GMRES) ซ่ึงผลลัพธที่ไดจากวิธี GMRES 

จะใหผลลัพธคาเศษเหลือต่ําสุด แตตองใชพื้นที่หนวยความจํามาก ในขณะที่วิธี BICG ใชพื้นที่
หนวยความจํานอยกวา แตไมสามารถคํานวณคาเศษเหลือต่ําที่สุดได  

2.2 คอนจูเกตเกรเดียนตกําลังสอง (Conjugate Gradient Square : CGS) 

วิธีนี้พัฒนาขึ้น เพื่อตองการหลีกเล่ียงการคํานวณคา TA ที่ใชในวิธี BICG ซ่ึงทําใหการลู
เขาสูคําตอบกระทําไดเร็วกวาวิธี BICG วิธีการที่ทําให TA หายไป โดยใชวิธีพหุนามกําลังสอง 
(Squared Polynomials) ซ่ึงจากเดิมในวิธี BICG คํานวณ 0

2*
0

* )(')( rArrAr j
T

j φφ =⎯→⎯=

และเชนเดียวกับคา *p โดยที่ jφ  คือ องศาพหุนาม j (Polynomial of Degree j) ซ่ึงในวิธีนี้จะเพิ่ม
เวคเตอรชวยเพิ่มอีก 2 คา คือ ju  และ jq  [2] ดังขั้นตอนตอไปนี้  
   1)  กําหนดคา 00 Axbr −= และ *

0r  

  2)  กําหนดให 000 rup ==  

  3)  สําหรับ j = 0, 1, 2 ... จนกระทั่งลูเขาสูคําตอบ 
  4) ),/(),( *

0
*

0 rAprr jjj =α  
  5) jjjj Apuq α−=  
  6) )(1 jjjjj quxx ++=+ α  



  7) )(1 jjjjj quArr +−=+ α  

  8) ),/(),(β *
0

*
01 rrrr jjj +=  

  9) jjjj qru β+= ++ 11  
  10) )(11 jjjjjj pqup ββ ++= ++  
 
 ซ่ึงการคํานวณโดยวิธี CGS นี้ ถึงแมจะมีความสามารถในการลูเขาสูคําตอบไดเร็วกวาวิธี 
BICG แตคําตอบที่ไดคอนขางขาดความแมนยํา และมีโอกาสสูงที่การคนหาคําตอบในครั้งแรกจะ
ไมถูกตอง โดยทั่วไปวิธี CGS จึงเหมาะสมกับปญหาที่ไมสามารถหาคา TA หรือคํานวณไดยาก 

2.3 ไบคอนจูเกตเกรเดียนที่เสถียรแลว (Biconjugate Gradient Stabilized : 
BICGSTAB) 

เปนวิธีการที่พัฒนาขึ้น เพื่อแกปญหาระบบสมการเชิงเสนแบบไมสมมาตร และหลีกเลี่ยง
ปญหาการลูเขาสูคําตอบที่ไมสม่ําเสมอจากการคํานวณดวยวิธี CGS ซ่ึงจากเดิมวิธี CGS คํานวณ 

00
2 )()(')( rAArrAr jjjjj φψφ =⎯→⎯=′  โดยที่ jψ  คือ องศาพหุนามเชนเดียวกับ jφ แตในวิธี 

BICGSTAB ไดนิยาม jψ  ขึ้นมาใหม เพื่อปรับพฤติกรรมการลูเขาสูคําตอบใหมีความราบเรียบ
มากขึ้น โดยวิธี BICGSTAB [2] มีขั้นตอนดังตอไปนี ้ 

1) กําหนดคา 00 Axbr −= และ *
0r  

2) กําหนดให 00 rp =  

3) สําหรับ  j = 0, 1, … จนกระทั่งลูเขาสูคําตอบ 

4) ),/(),( *
0

* rAprr jjjj =α  
5) jjjj Aprs α−=  
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10) )(11 jjjjjj Apprp ωβ −+= ++  
ซ่ึงวิธี BICGSTAB นี้มีความสามารถลูเขาสูคําตอบไดเร็วพอกันกับวิธี CGS แตจะมี

พฤติกรรมการลูเขาที่สม่ําเสมอกวา 
 
2.4  วิธีเศษตกคางควอไซมินิมอล  (Quasi-Minimal Residual  : QMR) 

 เปนวิธีที่มีพฤติกรรมในการพัฒนาเปนแนวทางเดียวกันกับวิธีการหาคาเศษเหลือต่ําสุดแบบ
ทั่วไป โดยอาศัยการลูเขาของเชิงมุมฉากคู (Biorthogonal) ในการหาคําตอบของระบบที่เมทริกซ
ไมลักษณะสมมาตรโดยอาศัยหลักการของ Lanczos ที่มีเวคเตอรคาคงเหลือ 00 AXbr −= โดย
การประมาณการลูเขาของคําตอบคือ yVXX m+= 0  กําหนดให )( 0 yVxAbAxb m+−=−



โดยอาศัยความสัมพันธของ Lanczos นั้นเพื่อจัดใหอยูในรูปนอรมของเวคเตอรเศษตกคาง (norm 

of residual vector) จะได 
2

11 )( yTeVAxb mm −=− + β  ซ่ึงถาคอลัมนเวคเตอรของ 1+mV  

เปนเวคเตอรเชิงตั้งฉากปกติ (Orthonormal Vector)  
2

1 )( yTeAxb m−=− β จากนั้นจัดรูป

เพื่อหาคาคงเหลือต่ําที่ สุดในรูปฟงกชันของ  y  จะได
2

1 )()( yTeyJ m−= β  การคํานวณ

ความสัมพันธโดยประมาณของ yVx m+0  ไดคาคําตอบซึ่งเรียกวา คาประมาณของ QMR [2] ซ่ึง
มีขั้นตอนในการหาดังนี้ 

 1)  คํานวณ 00 Axbr −=  และ 1011200 /::,: γγ rvwr ===  

 2) กําหนดให m = 1, 2, …. จนกระทั่งลูเขาสูคําตอบ แลวคํานวณ 1, +mm δα  และ 

11, ++ mm wv  ตามขั้นตอนตอไปนี ้
• กําหนดคาเวคเตอร 11 , wv  เชน 1),( 11 =wv  

• กําหนด  Set 0,0 0011 ≡=≡= vwδβ  

• สําหรับ  j = 1 to m ใหทําขัน้ตอนตอไปนี ้
  -  คํานวณ  ),( jjj wAv=α  

  -  คํานวณ  11 −+ −−= jjjjjj vvAvv βα  

  -  คํานวณ  11 −+ −−= jjjjj
T

j wwwAw δα  

  -  คํานวณ  .,
2/1

111 +++ = jjj wvδ ถา  01 =+jδ  หยุด 

  -  คํานวณ  1111 /),( ++++ = jjjj wv δβ  

  -  คํานวณ  111 / +++ = jjj ww β  

  -  คํานวณ  111 / +++ = jjj vv δ  

• ปรับปรุงคําตอบของวิธีการแยกสวนประกอบ QR ของ mT เชน  
  -  ใช 1,2, −−=Ω mmii ถึง คอลัมนที่ m ของ mT  

  -   คํานวณคาสัมประสิทธิ์การหมุน mm sc , โดย 
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• ใชหมุนรอบแกน Ωm ถึง mT  และ mg คํานวณ 
 3)  mmm s γγ −=+ :1  
 4)  ,,: andc mmm γγ =  

 5) )(: 22
11 mmmmmmm sc αδδαα +=+= ++  

 6)  mm
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mi iimmm tptvp /)( 1

2∑ −

−=
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 7)  mmmm pxx γ+= −1  

 8)  ถา εγ ≤+1m  แลว หยุด 
 



2.5 วิธีการแยกตัวประกอบ QR เพื่อกําลังสองนอยที่สุด (Least-Square QR 
Factorization : LSQR)  

จากสมการ bAx = จะใชวิธี กําลังสองนอยที่สุด (Least Squares) ชวยในการหาคําตอบ
จะไดสมการดังนี้ rbAx += , nmRA ×∈ mxnA R∈ ; nm ≥  เขียนไดวา 

22 min bAxr
x

−⎯→⎯  จากนั้นใชการเปลี่ยนรูปวิธีของ Lanczos  มีขั้นตอนดังนี้  
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  เมื่อเมทริกซ A  ถูกแยกตัวประกอบเปน U และ V  ซ่ึงเปนเมทริกซเชิงตั้งฉากปรกติขนาด 
( )1( +× km ) และ ( ku × ) ตามลําดับ และเปนเมทริกซเชิงตั้งฉากปรกติ kB ขนาด ( )1( kk ×+ )

โดย k  เปนจํานวนการวนซ้ํา และ ถา uk = เมทริกซ A  ก็จะถูกแยกตัวประกอบจนเต็มสมบูรณ  
เมื่อกําหนดให  kâ   เปนสัมประสิทธิ์ของผลรวมเชิงเสน 
   kQ  เปนเมทริกซเชิงตั้งฉากปรกติที่แยกตัวประกอบมาจากเมทริกซ kB  

   kR  เปนเมทริกซแบบสามเหลี่ยมบนที่แยกตัวประกอบจากเมทริกซ kB  [13] 

 
สําหรับปญหาลูกโซมารคอฟ เปนการแกปญหาระบบสมการเชิงเสน ซ่ึงกําหนดไดจาก

คุณสมบัติของมารคอฟ โดยมีเมทริกซเปลี่ยนสถานะ (Transition Matrix) เขียนแทนดวย P  ซ่ึง
เปนเมทริกซจัตุรัสขนาด nn×   เพื่อหาคาความนาจะเปนในระยะยาวของตัวแปรสถานะ (Steady 

State Probability) ซ่ึงเปนเวคเตอรขนาด 1×n  เขียนแทนดวย π  มีรูปแบบความสัมพันธดังนี ้
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     (1) 

จากนั้นจัดรูปแบบปญหาใหอยูในรูป bAx =  ไดดังนี้ 
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     (2) 

เมื่อ I  เปนเมทริกซเอกลักษณ (Identity Matrix) ขนาด nn×  
เนื่องจากระบบนี้มีตัวแปร n  ตัว แตมีสมการ 1n +  จึงสามารถตัดสมการที่ซํ้าซอน (Redundant) 
ไดหนึ่งสมการ  ดังนั้นเมทริกซ A  เวคเตอร x  และ b  จะมีลักษณะดังนี ้
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จะเห็นไดวาการจัดรูปแบบลักษณะนี้จะทําให A เมทริกซจัตุรัสที่มีลักษณะไมสมมาตรและไมเปน
บวกแนนอน (Non-Symmetric, Non-Positive Definite) [3][4][12] 
 
 
 



วิธีการวิจัย  
  การวิจัยนี้จัดทําขึ้นเพื่อศึกษาสมรรถนะของโปรแกรม MATLAB ในการหาคําตอบ
สําหรับระบบสมการเชิงเสนในปญหาลูกโซมารคอฟขนาดใหญ  บนเครื่องคอมพิวเตอรเพนเทียม 4 

ความเร็ว 2.4 GHz หนวยความจําสํารอง 1 GB   โดยมีขั้นตอนในการวิจัยดังนี้ 
1.  กําหนดเมทริกซเปลี่ยนสถานะ P  โดยสุม ขนาด nn×  โดยแบงออกเปน 3 ลักษณะ คือ 

 1)  มีลักษณะเปนเมทริกซหนาแนน (Dense Matrix)  โดยกําหนดระดับความหนาแนน
ในแตละสถานะ 9 ระดับ คือ 1%, 5%, 10%, 25%, 50%, 75%, 90%, 95% และ 99%  
ตามลําดับ  ทั้งนี้ขนาดของเมทริกซเปลี่ยนสถานะ (หรือจํานวนตัวแปรสถานะ) มีคาเปน =n 500, 
1000, 1500, …, 5,000  
 2) มีลักษณะเปนเมทริกซมากเลขศูนย (Sparse Matrix) ที่ตัวแปรสถานะทุกตัวจะ
เปลี่ยนแปลงไปสูสถานะที่อยูติดกันทางขวามือ และไมเปลี่ยนแปลงสถานะดวยความนาจะเปนคงที่
ในแตละปญหา กลาวคือในตัวแปรสถานะจะเปลี่ยนแปลงไปได 2 สถานะเทานั้น โดยที่ขนาดของ 
เมทริกซเปลี่ยนสถานะ มีคาเปน =n  10, 100, 1000, …, 1000000  
 3) มีลักษณะเปนเมทริกซแถบที่มากเลขศูนย (Band Matrix) ที่ตัวแปรสถานะทุกตัวจะ
เปลี่ยนแปลงไปสูสถานะที่อยูติดกันทางขวามือและซายมือ และไมเปลี่ยนแปลงสถานะดวยความ
นาจะเปนคงที่ในแตละปญหา กลาวคือในตัวแปรสถานะจะเปลี่ยนแปลงไปได 3 สถานะเทานั้น 
โดยที่ขนาดของเมทริกซเปลี่ยนสถานะ มีคาเปน =n  10, 100, 1000, …, 1000000 
2.  สรางเมทริกซ A  และ b  ใหสอดคลองกับสมการ (2)  

3.  สรางชุดคําสั่งบนโปรแกรม MATLAB เพื่อหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนดวยวิธีตางๆ 
ดังที่ไดกลาวมาแลว บันทึกเวลาที่ใชในการประมวลผลของแตละวิธี [5][10] 

4.  วิเคราะหผล โดยเปรียบเทียบคาเฉลี่ยและสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของเวลาที่ใชในการ
ประมวลผลแตละวิธี 

5.  สรุปผลการทดลอง 
 
ผลการวิจัย (Analysis Result) 

ผลการวิจัยแบงเปน 3 สวนตามลักษณะของเมทริกซเปลี่ยนสถานะ ดังนี้ 
1. ลักษณะเมทริกซหนาแนน ไดผลการวิเคราะหดังรูปที่ 1 โดยพบวา  

1) วิธี CGS สามารถหาคําตอบไดเร็วที่สุดเสมอ สําหรับเมทริกซเปลี่ยนสถานะทุกขนาด และ
ระดับความหนาแนนทุกระดับ 

2) สําหรับเมทริกซเปลี่ยนสถานะขนาด 3,000-4,000 ซ่ึงมีระดับความหนาแนน 75% ขึ้นไป 
วิธีที่เร็วเทียบเทากับวิธี CGS คือ วิธี QMR, BICGSTAB และ BICG ตามลําดับ 



3) สําหรับเมทริกซเปลี่ยนสถานะขนาด 4,000 และ 5,000 ในทุกระดับความหนาแนน วิธีที่
เร็วเทียบเทากับวิธี CGS คือ วิธี QMR, BICGSTAB และ BICG ตามลําดับ 

 

 
                                    (1)                                                                         (2) 

 
                                   (3)                                                                         (4) 

 
                                  (5)                                                                          (6) 

รูปที่1 แผนภาพเปรียบเทยีบเวลาที่ใชการคาํนวณของแตละวิธี  
โดยจําแนกตามระดับความหนาแนนของเมทริกซ 

 
 
 

Density of Zero = 1% Density of Zero = 5% 

Density of Zero = 10% Density of Zero = 25% 

Density of Zero = 50% Density of Zero = 75% 



 

 
                                  (7)                                                                          (8) 

 
(9) 

รูปที่1 (ตอ) แผนภาพเปรียบเทียบเวลาที่ใชการคํานวณของแตละวิธี  
        โดยจําแนกตามระดับความหนาแนนของเมทริกซ  

 
2. ลักษณะเมทริกซมากเลขศูนย ไดผลการวิเคราะหดังรูปที่ 2 โดยพบวา  

1) วิธี GE สามารถคํานวณไดเร็วที่สุดเสมอ สําหรับเมทริกซเปลี่ยนสถานะทุกขนาด 

2) สําหรับเมทริกซเปลี่ยนสถานะ ที่มีขนาดไมเกิน 10,000 วิธี LU สามารถคํานวณไดเร็ว
เทียบเทาวิธี GE 

3. ลักษณะเมทริกซแถบมากเลขศูนย ไดผลการวิเคราะหดังรูปที่ 3 โดยพบวา 
1) วิธี LU สามารถคํานวณไดเร็วที่สุดเสมอ สําหรับเมทริกซเปลี่ยนสถานะทุกขนาด  

2) สําหรับเมทริกซเปลี่ยนสถานนะที่มีขนาดไมเกิน 1,000 วิธี GE, CGS, BICG, 

BICGSTAB, LSQT, QR และ QMR จะเปนวิธีที่สามารถคํานวณไดเร็วเทียบเทากับ LU 

ตามลําดับ 
 

Density of Zero = 90% Density of Zero = 95% 

Density of Zero = 99% 



 
    รูปที2่ แผนภาพเปรียบเทยีบเวลาทีใ่ช                 รูปที3่ แผนภาพเปรียบเทียบเวลาที่ใช 
    การคํานวณของแตละวิธีของลักษณะ                       การคํานวณของแตละวิธีของลักษณะ 

              เมทริกซมากเลขศูนย                                             เมทริกซแถบมากเลขศูนย 
 

 
สรุปผลการวิจัย  
  จากผลการวิเคราะหพบวา สําหรับเมทริกซหนาแนนทุกขนาด และระดับความหนาแนนทุก
ระดับ  วิธี CGS สามารถคํานวณไดเร็วที่สุด สําหรับเมทริกซมากเลขศูนย พบวาวิธี GE สามารถ
คํานวณไดเร็วที่สุด และสําหรับเมทริกซแถบมากเลขศูนย พบวาวิธี LU สามารถคํานวณไดเร็วที่สุด 

ในงานวิจัยนี้ มีขอจํากัดอยูที่การพิจารณาเมทริกซขนาดใหญสุดไดเพียง 5,000 x 5,000 ซ่ึง
ในกรณีที่มีเมทริกซขนาดใหญกวานี้ หนวยความจําสํารองที่มีอยู (RAM 1 GB) จะไมสามารถทํา
การคํานวณได อาจใชวิธีการแกปญหาโดยการแบงสวนเมทริกซ (Matrix Partitioning) เพื่อให
สามารถคํานวณเมทริกซที่มีขนาดใหญขึ้น โดยใชหนวยความจําสํารองขนาดเทาเดิม 
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