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บทคัดยอ 
  
 งานวิจัยนี้สนใจศึกษาเปรียบเทียบความสามารถในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสน 
Ax b=  สําหรับปญหาลูกโซมารคอฟขนาดใหญบนโปรแกรม MATLAB ดวยการจําลองเมตริกซ
เปลี่ยนสถานะอยางสุม ใน 3 ลักษณะ คือ  1) เมทริกซหนาแนน ซ่ึงกําหนดใหมีขนาดเปน 500, 1000, 

1500, …, 5000 และมีจํานวนสมาชิกในเมทริกซที่มีคาศูนยเปน 99%, 95%, 90%, 75%, 50%, 

25%, 10%, 5% และ 1%  2) เมทริกซมากเลขศูนย  และ 3) เมทริกซแถบที่มากเลขศูนย  ซ่ึงทั้งสอง
ลักษณะกําหนดใหมีขนาดเปน 10, 100, …, 1000000  ทั้งนี้ในแตละกรณีที่ศึกษาทําการสุมซ้ําจํานวน 
5 รอบ  การหาคําตอบของปญหาลูกโซมารคอฟนี้ ฟงกชันที่ใชในการหาคําตอบแบงออกเปน 2 กลุม 
คือ 1. วิธีการคํานวณพีชคณิตโดยตรง ไดแก วิธีการจํากัดของเกาส (Gauss Elimination : GE) , 

วิธีการแยกตัวประกอบ LU (LU Factorization : LU) และวิธีแยกตัวประกอบ QR (QR 
Factorization : QR )  2. วิธีการวนซ้ํา ไดแก ไบคอนจูเกตเกรเดียนต (Biconjugate Gradient : 

BICG) , ไบคอนจูเกตเกรเดียนที่เสถียรแลว (Biconjugate Gradient Stabilized : BICGSTAB), 
คอนจูเกต      เกรเดียนตกําลังสอง (Conjugate Gradient Square : CGS) ,  วิธีแยกตัวประกอบ QR 

ที่ใหกําลังสองนอยที่สุด (Least squares QR Factorization : LSQR) และ เศษตกคางควอไซมินิ
มอล  (Quasiminimal Residual : QMR)  โดยเปรียบเทียบระยะเวลาที่ใชในการคํานวณหาคําตอบ
ของแตละวิธี ซ่ึงประมวลผลบนเครื่องคอมพิวเตอรเพนเทียม 4 ความเร็ว 2.4 GHz หนวยความจํา
สํารอง 1 GB พบวาสําหรับเมทริกซหนาแนนทุกขนาด และระดับความหนาแนนทุกระดับ  วิธี CGS 
สามารถคํานวณไดเร็วที่สุด สําหรับเมทริกซมากเลขศูนย พบวาวิธี GE สามารถคํานวณไดเร็วที่สุด และ
สําหรับเมทริกซแถบมากเลขศูนย พบวาวิธี LU สามารถคํานวณไดเร็วที่สุด  
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บทนํา 
  กระบวนการสโทแคสติก (Stochastic Process) เปนตัวแบบความนาจะเปน 

(Probabilistic Model) ของระบบที่มีการเปล่ียนแปลงเกิดขึ้นอยางสุม  เชน ระบบแถวคอยการ
ใหบริการของธนาคาร จะพบวาเวลาระหวางการเขารับบริการของลูกคาและเวลาใหบริการของ
พนักงานเปนตัวแปรสุม ทําใหการเปลี่ยนแปลงตางๆ เกี่ยวกับแถวคอย เชน เวลารอรับบริการของ
ลูกคาในแถวคอยจึงเปนตัวแปรสุมดวยเชนกัน   ถาระบบที่ตองการศึกษามีขนาดใหญมาก (Large 

Scale System) เชน ปญหาการจัดการสินคาคงคลังของหางสรรพสินคาขนาดใหญซ่ึงมีสินคา
หลากหลายขนาดและชนิดที่จะตองจัดเก็บ สินคาแตละชนิดมีระยะเวลาในการจัดเก็บหรือระยะเวลา
ในการจัดสงที่แตกตางกันหรือมีความไมแนนอนเกิดขึ้น รวมทั้งอาจเกิดปริมาณความตองการสินคา 
ไมแนนอนขึ้นดวย  ดังนั้นการกําหนดจํานวนสินคาคงคลังที่เหมาะสมจึงมีความซับซอนมากขึ้น 
และปญหาลูกโซมารคอฟขนาดใหญ  
 ปญหาลูกโซมารคอฟเสนอโดย อันเดรย อันเดรเอียวิช มารคอฟ (Andrei Andreyevich 

Markov) โดยจัดรูปแบบปญหาใหอยูในรูปของระบบสมการเชิงเสนแลวใชหลักการพีชคณิตเพื่อ
หาคาความนาจะเปนในระยะยาว )(π  ของสถานะตางๆ  ของระบบ   ปจจุบันมีโปรแกรม
คอมพิวเตอรหลากหลายโปรแกรมมาชวยในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนดวยวิธีพีชคณิต 
ซ่ึงถาปญหาขนาดเล็ก การหาคําตอบดวยวิธีพีชคณิตจะทําไดงายใชเวลาคํานวณนอย  แตถาปญหา
ขนาดใหญการหาคําตอบดวยวิธีดังกลาวจะใชเวลาคํานวณมากขึ้น จึงมีการพยายามคิดคนวิธีการ
เชิงเลข (Numerical Method) เพื่อหาคําตอบดวยวิธีการวนซ้ํา (Iterative Method)  หลากหลาย
วิธี เพื่อลดเวลาในการคํานวณหาคําตอบเปนสําคัญ 

 งานวิจัยนี้มีวัตถุประสงคหลักเพื่อศึกษาสมรรถนะของฟงกชันการหาคําตอบของระบบ
สมการเชิงเสนดวยวิธีพีชคณิตโดยตรง และวิธีวนซ้ําของคําสั่งพื้นฐานในโปรแกรม MATLAB 

เพื่อหาคําตอบของปญหาลูกโซมารคอฟตั้งแตขนาดเล็ก จนถึงขนาดใหญ 3 ลักษณะ คือ 1) เมทริกซ
หนาแนน (Dense Matrix)   2) ลักษณะเมทริกซมากเลขศูนย (Sparse Matrix) และ 3) ลักษณะ
เมทริกซแถบมากเลขศูนย (Band Matrix) โดยฟงกชันการหาคําตอบประกอบไปดวยวิธีการ
ทั้งหมด 8 วิธี เพื่อเปรียบเทียบเวลาในการคํานวณหาคําตอบวามีฟงกชันใดสามารถคํานวณหา
คําตอบไดเร็วที่สุด โดยวิธีการคํานวณเหลานี้จะกลาวโดยละเอียดในหัวขอถัดไป 
 



ทฤษฎีท่ีเก่ียวของ 
 การแกปญหาระบบสมการเชิงเสน bAx =  ดวยโปรแกรม MATLAB เพื่อหาคาของ      
ตัวแปร x  ซ่ึงเปนเวคเตอรขนาด 1×n  เมื่อกําหนดให A เปนคาคงที่ในรูปเมทริกซจตุรัสมีขนาด 

nn×   และ b  เปนเวคเตอรคาคงที่ขนาด 1×n   จําแนกวิธีแกปญหาดังกลาวออกเปน 2 กลุมใหญๆ
คือ วิธีการคํานวณพีชคณิตโดยตรง (Direct method)  และวิธีการวนซ้ํา (Iterative method) โดย
ในแตละกลุมมีหลายวิธีการหาคําตอบแตกตางกัน [7][10][11]   ดังนี้  
 
1.  วิธีการคํานวณโดยตรง เปนวิธีซ่ึงคํานวณหาคาของสมาชิกในเวคเตอร x  แตละตัวไดโดยการจดั
รูปเมทริกซ A เสียใหม  ซ่ึงมีรายละเอียดดังนี้ 
  1.1 วิธีการกําจัดของเกาส (Gaussian Elimination : GE) จัดใหอยูในรูปเมทริกซแบบ
สามเหลี่ยมบน (Upper triangular matrix) โดยวิธีการดําเนินการตามแนวแถว (Row 

Operation)   จาก cUxbAx =⎯→⎯=   เมื่อ U  เปนเมทริกซแบบสามเหลี่ยมบน ขนาด nn×  
และ c  เปนเวคเตอรคาคงที่ขนาด 1×n   จากนั้นแทนคาแบบยอนกลับ (Back Substitution) 
สําหรับสมาชิกในเวคเตอร x  ทีละตัว 
  1.2  วิธีการแยกตัวประกอบ LU (LU Factorization : LU)  จะแยกเมทริกซ A ใหอยูใน
รูปผลคูณของเมทริกซแบบสามเหลี่ยมบนกับเมทริกซแบบสามเหลี่ยมลาง  (Lower Triangular 

Matrix)  โดยพิจารณาจาก  bLybUxLbLUxbAx =⎯→⎯=⎯→⎯=⎯→⎯= )(    เมื่อ  L  
และU  เปนเมทริกซแบบสามเหลี่ยมลางและบนตามลําดับ มีขนาด nn×  และ y  เปนเวคเตอร
คาคงที่ขนาด 1×n  ซ่ึงเกิดจากการแทนคาแบบยอนกลับของ  yUx =   จากนั้นแทนคาเพื่อหาคา
สมาชิกในเวคเตอร x  ทีละตัว   

  1.3  วิธีการแยกตัวประกอบ QR (QR Factorization : QR) จะแยกเมทริกซ A ใหอยูใน
รูปผลคูณของเมทริกซเชิงตั้งฉาก (Orthogonal Matrix) กับเมทริกซแบบสามเหลี่ยมบน โดย
พิจารณาจาก bQRxbQRxbAx T=⎯→⎯=⎯→⎯=  เมื่อ Q  และ R  เปนเมทริกซเชิงตั้งฉาก
และเมทริกซแบบสามเหลี่ยมบนตามลําดับ มีขนาด nn×   โดยอาศัยคุณสมบัติของเมทริกซเชิงตั้ง
ฉาก คือ 1−= QQT  1×n   จากนั้นแทนคาแบบยอนกลับสําหรับสมาชิกในเวคเตอร x  ทีละตัว
[6][8][9] 
 
2. วิธีการวนซ้ํา เปนวิธีซ่ึงประมาณคาของสมาชิกแตละตัวในเมทริกซโดยผานการคูณเมทริกซ
คาคงที่และเวกเตอรของ x̂  ที่ประมาณคาไดจากการทําซ้ําหลายๆ คร้ัง มีรายละเอียดดังนี้ [1][2] 

 2.1  ไบคอนจูเกตเกรเดียนต (Biconjugate Gradient : BICG) วิธี BICG เปนวิธีการวน
ซํ้าที่พัฒนามาจากวิธีคอนจูเกตเกรเดียนต (Conjugate Gradient : CG) ซ่ึงวิธี CG นั้น เปนการ
แกปญหาระบบสมการเชิงเสน bAx = โดยวิธีการสุมคา x  ใดๆ บนพื้นที่คําตอบ จากนั้นจะใช



วิธีการหาเวคเตอรเชิงตั้งฉากของคาเศษเหลือ r  เพื่อใหไดทิศทางการลูเขาสูคําตอบซึ่งแสดงดวย
เวคเตอรฉาย p โดยหลักการของวิธี CG [2] มีขั้นตอนดังตอไปนี ้ 

1)  กําหนดคา 0000 , rpAxbr =−=  

 2)  สําหรับ j  = 0, 1,…จนกระทั่งเริ่มลูเขาสูคําตอบเมื่อคาเศษเหลือ 1+jr ต่ําสุด 

 3)  ),/(),( jjjjj pAprr=α  คือ สัมประสิทธิ์แสดงทิศทางการลูเขาสูคําตอบโดยที่ r j 

เปนเวคเตอรเชิงตั้งฉาก ซ่ึงมีเงื่อนไขจําเปน คือ 0),( =− jjjj rApr α  

 4)  คํานวณ jjjj pxx α+=+1  

 5)  หาคาเศษเหลือ jjjj Aprr α 1 −=+  

 6)  ),/(),( 11 jjjjj rrrr ++=β  
 7)  jjjj prp β+= ++ 11  

                โดยที่  baba T=),(  

จากวิธี CG ประกอบดวยคาของเวคเตอรที่ตองทําการคํานวณ 4 คา คือ x , p , Ap  และ 
r   สวนวิธี BICG นั้น ใชพื้นฐานการคํานวณเชนเดียวกับวิธี CG แตเพิ่มปญหาคูควบ ** bxAT =

ซ่ึงมีการคํานวณคา TA เขามาพิจารณารวมดวย ทําใหเกิดเวคเตอรเชิงตั้งฉากเพิ่มขึ้นมาอีก 2 ชุด 
ที่มาจากเวคเตอร *

jp  และ *
jr   ของปญหาคูควบ จึงเปนที่มาของชื่อวิธี BICG ซ่ึงเมื่อเปรียบเทียบ

ประสิทธิภาพแลว วิธี BICG ใหผลลัพธใกลเคียงกับวิธี CG ในกรณีที่ระบบมีลักษณะสมมาตร
สําหรับระบบที่มีลักษณะไมสมมาตร วิธี BICG มักถูกนํามาเปรียบเทียบกับวิธีการหาคาเศษเหลือ
ต่ําสุดแบบทั่วไป (Generalized Minimal Residual: GMRES) ซ่ึงผลลัพธที่ไดจากวิธี GMRES 

จะใหผลลัพธคาเศษเหลือต่ําสุด แตตองใชพื้นที่หนวยความจํามาก ในขณะที่วิธี BICG ใชพื้นที่
หนวยความจํานอยกวา แตไมสามารถคํานวณคาเศษเหลือต่ําที่สุดได  

2.2 คอนจูเกตเกรเดียนตกําลังสอง (Conjugate Gradient Square : CGS) 

วิธีนี้พัฒนาขึ้น เพื่อตองการหลีกเล่ียงการคํานวณคา TA ที่ใชในวิธี BICG ซ่ึงทําใหการลู
เขาสูคําตอบกระทําไดเร็วกวาวิธี BICG วิธีการที่ทําให TA หายไป โดยใชวิธีพหุนามกําลังสอง 
(Squared Polynomials) ซ่ึงจากเดิมในวิธี BICG คํานวณ 0

2*
0

* )(')( rArrAr j
T

j φφ =⎯→⎯=

และเชนเดียวกับคา *p โดยที่ jφ  คือ องศาพหุนาม j (Polynomial of Degree j) ซ่ึงในวิธีนี้จะเพิ่ม
เวคเตอรชวยเพิ่มอีก 2 คา คือ ju  และ jq  [2] ดังขั้นตอนตอไปนี้  
   1)  กําหนดคา 00 Axbr −= และ *

0r  

  2)  กําหนดให 000 rup ==  

  3)  สําหรับ j = 0, 1, 2 ... จนกระทั่งลูเขาสูคําตอบ 
  4) ),/(),( *

0
*

0 rAprr jjj =α  
  5) jjjj Apuq α−=  
  6) )(1 jjjjj quxx ++=+ α  



  7) )(1 jjjjj quArr +−=+ α  

  8) ),/(),(β *
0

*
01 rrrr jjj +=  

  9) jjjj qru β+= ++ 11  
  10) )(11 jjjjjj pqup ββ ++= ++  
 
 ซ่ึงการคํานวณโดยวิธี CGS นี้ ถึงแมจะมีความสามารถในการลูเขาสูคําตอบไดเร็วกวาวิธี 
BICG แตคําตอบที่ไดคอนขางขาดความแมนยํา และมีโอกาสสูงที่การคนหาคําตอบในครั้งแรกจะ
ไมถูกตอง โดยทั่วไปวิธี CGS จึงเหมาะสมกับปญหาที่ไมสามารถหาคา TA หรือคํานวณไดยาก 

2.3 ไบคอนจูเกตเกรเดียนที่เสถียรแลว (Biconjugate Gradient Stabilized : 
BICGSTAB) 

เปนวิธีการที่พัฒนาขึ้น เพื่อแกปญหาระบบสมการเชิงเสนแบบไมสมมาตร และหลีกเลี่ยง
ปญหาการลูเขาสูคําตอบที่ไมสม่ําเสมอจากการคํานวณดวยวิธี CGS ซ่ึงจากเดิมวิธี CGS คํานวณ 

00
2 )()(')( rAArrAr jjjjj φψφ =⎯→⎯=′  โดยที่ jψ  คือ องศาพหุนามเชนเดียวกับ jφ แตในวิธี 

BICGSTAB ไดนิยาม jψ  ขึ้นมาใหม เพื่อปรับพฤติกรรมการลูเขาสูคําตอบใหมีความราบเรียบ
มากขึ้น โดยวิธี BICGSTAB [2] มีขั้นตอนดังตอไปนี ้ 

1) กําหนดคา 00 Axbr −= และ *
0r  

2) กําหนดให 00 rp =  

3) สําหรับ  j = 0, 1, … จนกระทั่งลูเขาสูคําตอบ 
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10) )(11 jjjjjj Apprp ωβ −+= ++  
ซ่ึงวิธี BICGSTAB นี้มีความสามารถลูเขาสูคําตอบไดเร็วพอกันกับวิธี CGS แตจะมี

พฤติกรรมการลูเขาที่สม่ําเสมอกวา 
 
2.4  วิธีเศษตกคางควอไซมินิมอล  (Quasi-Minimal Residual  : QMR) 

 เปนวิธีที่มีพฤติกรรมในการพัฒนาเปนแนวทางเดียวกันกับวิธีการหาคาเศษเหลือต่ําสุดแบบ
ทั่วไป โดยอาศัยการลูเขาของเชิงมุมฉากคู (Biorthogonal) ในการหาคําตอบของระบบที่เมทริกซ
ไมลักษณะสมมาตรโดยอาศัยหลักการของ Lanczos ที่มีเวคเตอรคาคงเหลือ 00 AXbr −= โดย
การประมาณการลูเขาของคําตอบคือ yVXX m+= 0  กําหนดให )( 0 yVxAbAxb m+−=−



โดยอาศัยความสัมพันธของ Lanczos นั้นเพื่อจัดใหอยูในรูปนอรมของเวคเตอรเศษตกคาง (norm 

of residual vector) จะได 
2

11 )( yTeVAxb mm −=− + β  ซ่ึงถาคอลัมนเวคเตอรของ 1+mV  

เปนเวคเตอรเชิงตั้งฉากปกติ (Orthonormal Vector)  
2

1 )( yTeAxb m−=− β จากนั้นจัดรูป

เพื่อหาคาคงเหลือต่ําที่ สุดในรูปฟงกชันของ  y  จะได
2

1 )()( yTeyJ m−= β  การคํานวณ

ความสัมพันธโดยประมาณของ yVx m+0  ไดคาคําตอบซึ่งเรียกวา คาประมาณของ QMR [2] ซ่ึง
มีขั้นตอนในการหาดังนี้ 

 1)  คํานวณ 00 Axbr −=  และ 1011200 /::,: γγ rvwr ===  

 2) กําหนดให m = 1, 2, …. จนกระทั่งลูเขาสูคําตอบ แลวคํานวณ 1, +mm δα  และ 

11, ++ mm wv  ตามขั้นตอนตอไปนี ้
• กําหนดคาเวคเตอร 11 , wv  เชน 1),( 11 =wv  

• กําหนด  Set 0,0 0011 ≡=≡= vwδβ  

• สําหรับ  j = 1 to m ใหทําขัน้ตอนตอไปนี ้
  -  คํานวณ  ),( jjj wAv=α  

  -  คํานวณ  11 −+ −−= jjjjjj vvAvv βα  

  -  คํานวณ  11 −+ −−= jjjjj
T

j wwwAw δα  

  -  คํานวณ  .,
2/1

111 +++ = jjj wvδ ถา  01 =+jδ  หยุด 

  -  คํานวณ  1111 /),( ++++ = jjjj wv δβ  

  -  คํานวณ  111 / +++ = jjj ww β  

  -  คํานวณ  111 / +++ = jjj vv δ  

• ปรับปรุงคําตอบของวิธีการแยกสวนประกอบ QR ของ mT เชน  
  -  ใช 1,2, −−=Ω mmii ถึง คอลัมนที่ m ของ mT  

  -   คํานวณคาสัมประสิทธิ์การหมุน mm sc , โดย 

   
2

,1
2)1(

)1(

2
,1

2)1(

,1

)(
,

)( mm
m

mm

m
mm

m

mm
m

mm

mm
m

hh

h
c

hh

h
s

+
−

−

+
−

+

+
=

+
=  

• ใชหมุนรอบแกน Ωm ถึง mT  และ mg คํานวณ 
 3)  mmm s γγ −=+ :1  
 4)  ,,: andc mmm γγ =  

 5) )(: 22
11 mmmmmmm sc αδδαα +=+= ++  

 6)  mm
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mi iimmm tptvp /)( 1

2∑ −

−=
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 7)  mmmm pxx γ+= −1  

 8)  ถา εγ ≤+1m  แลว หยุด 
 



2.5 วิธีการแยกตัวประกอบ QR เพื่อกําลังสองนอยที่สุด (Least-Square QR 
Factorization : LSQR)  

จากสมการ bAx = จะใชวิธี กําลังสองนอยที่สุด (Least Squares) ชวยในการหาคําตอบ
จะไดสมการดังนี้ rbAx += , nmRA ×∈ mxnA R∈ ; nm ≥  เขียนไดวา 

22 min bAxr
x

−⎯→⎯  จากนั้นใชการเปลี่ยนรูปวิธีของ Lanczos  มีขั้นตอนดังนี้  
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  เมื่อเมทริกซ A  ถูกแยกตัวประกอบเปน U และ V  ซ่ึงเปนเมทริกซเชิงตั้งฉากปรกติขนาด 
( )1( +× km ) และ ( ku × ) ตามลําดับ และเปนเมทริกซเชิงตั้งฉากปรกติ kB ขนาด ( )1( kk ×+ )

โดย k  เปนจํานวนการวนซ้ํา และ ถา uk = เมทริกซ A  ก็จะถูกแยกตัวประกอบจนเต็มสมบูรณ  
เมื่อกําหนดให  kâ   เปนสัมประสิทธิ์ของผลรวมเชิงเสน 
   kQ  เปนเมทริกซเชิงตั้งฉากปรกติที่แยกตัวประกอบมาจากเมทริกซ kB  

   kR  เปนเมทริกซแบบสามเหลี่ยมบนที่แยกตัวประกอบจากเมทริกซ kB  [13] 

 
สําหรับปญหาลูกโซมารคอฟ เปนการแกปญหาระบบสมการเชิงเสน ซ่ึงกําหนดไดจาก

คุณสมบัติของมารคอฟ โดยมีเมทริกซเปลี่ยนสถานะ (Transition Matrix) เขียนแทนดวย P  ซ่ึง
เปนเมทริกซจัตุรัสขนาด nn×   เพื่อหาคาความนาจะเปนในระยะยาวของตัวแปรสถานะ (Steady 

State Probability) ซ่ึงเปนเวคเตอรขนาด 1×n  เขียนแทนดวย π  มีรูปแบบความสัมพันธดังนี ้
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=
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     (1) 

จากนั้นจัดรูปแบบปญหาใหอยูในรูป bAx =  ไดดังนี้ 
( )    
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     (2) 

เมื่อ I  เปนเมทริกซเอกลักษณ (Identity Matrix) ขนาด nn×  
เนื่องจากระบบนี้มีตัวแปร n  ตัว แตมีสมการ 1n +  จึงสามารถตัดสมการที่ซํ้าซอน (Redundant) 
ไดหนึ่งสมการ  ดังนั้นเมทริกซ A  เวคเตอร x  และ b  จะมีลักษณะดังนี ้
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จะเห็นไดวาการจัดรูปแบบลักษณะนี้จะทําให A เมทริกซจัตุรัสที่มีลักษณะไมสมมาตรและไมเปน
บวกแนนอน (Non-Symmetric, Non-Positive Definite) [3][4][12] 
 
 
 



วิธีการวิจัย  
  การวิจัยนี้จัดทําขึ้นเพื่อศึกษาสมรรถนะของโปรแกรม MATLAB ในการหาคําตอบ
สําหรับระบบสมการเชิงเสนในปญหาลูกโซมารคอฟขนาดใหญ  บนเครื่องคอมพิวเตอรเพนเทียม 4 

ความเร็ว 2.4 GHz หนวยความจําสํารอง 1 GB   โดยมีขั้นตอนในการวิจัยดังนี้ 
1.  กําหนดเมทริกซเปลี่ยนสถานะ P  โดยสุม ขนาด nn×  โดยแบงออกเปน 3 ลักษณะ คือ 

 1)  มีลักษณะเปนเมทริกซหนาแนน (Dense Matrix)  โดยกําหนดระดับความหนาแนน
ในแตละสถานะ 9 ระดับ คือ 1%, 5%, 10%, 25%, 50%, 75%, 90%, 95% และ 99%  
ตามลําดับ  ทั้งนี้ขนาดของเมทริกซเปลี่ยนสถานะ (หรือจํานวนตัวแปรสถานะ) มีคาเปน =n 500, 
1000, 1500, …, 5,000  
 2) มีลักษณะเปนเมทริกซมากเลขศูนย (Sparse Matrix) ที่ตัวแปรสถานะทุกตัวจะ
เปลี่ยนแปลงไปสูสถานะที่อยูติดกันทางขวามือ และไมเปลี่ยนแปลงสถานะดวยความนาจะเปนคงที่
ในแตละปญหา กลาวคือในตัวแปรสถานะจะเปลี่ยนแปลงไปได 2 สถานะเทานั้น โดยที่ขนาดของ 
เมทริกซเปลี่ยนสถานะ มีคาเปน =n  10, 100, 1000, …, 1000000  
 3) มีลักษณะเปนเมทริกซแถบที่มากเลขศูนย (Band Matrix) ที่ตัวแปรสถานะทุกตัวจะ
เปลี่ยนแปลงไปสูสถานะที่อยูติดกันทางขวามือและซายมือ และไมเปลี่ยนแปลงสถานะดวยความ
นาจะเปนคงที่ในแตละปญหา กลาวคือในตัวแปรสถานะจะเปลี่ยนแปลงไปได 3 สถานะเทานั้น 
โดยที่ขนาดของเมทริกซเปลี่ยนสถานะ มีคาเปน =n  10, 100, 1000, …, 1000000 
2.  สรางเมทริกซ A  และ b  ใหสอดคลองกับสมการ (2)  

3.  สรางชุดคําสั่งบนโปรแกรม MATLAB เพื่อหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนดวยวิธีตางๆ 
ดังที่ไดกลาวมาแลว บันทึกเวลาที่ใชในการประมวลผลของแตละวิธี [5][10] 

4.  วิเคราะหผล โดยเปรียบเทียบคาเฉลี่ยและสวนเบี่ยงเบนมาตรฐานของเวลาที่ใชในการ
ประมวลผลแตละวิธี 

5.  สรุปผลการทดลอง 
 
ผลการวิจัย (Analysis Result) 

ผลการวิจัยแบงเปน 3 สวนตามลักษณะของเมทริกซเปลี่ยนสถานะ ดังนี้ 
1. ลักษณะเมทริกซหนาแนน ไดผลการวิเคราะหดังรูปที่ 1 โดยพบวา  

1) วิธี CGS สามารถหาคําตอบไดเร็วที่สุดเสมอ สําหรับเมทริกซเปลี่ยนสถานะทุกขนาด และ
ระดับความหนาแนนทุกระดับ 

2) สําหรับเมทริกซเปลี่ยนสถานะขนาด 3,000-4,000 ซ่ึงมีระดับความหนาแนน 75% ขึ้นไป 
วิธีที่เร็วเทียบเทากับวิธี CGS คือ วิธี QMR, BICGSTAB และ BICG ตามลําดับ 



3) สําหรับเมทริกซเปลี่ยนสถานะขนาด 4,000 และ 5,000 ในทุกระดับความหนาแนน วิธีที่
เร็วเทียบเทากับวิธี CGS คือ วิธี QMR, BICGSTAB และ BICG ตามลําดับ 

 

 
                                    (1)                                                                         (2) 

 
                                   (3)                                                                         (4) 

 
                                  (5)                                                                          (6) 

รูปที่1 แผนภาพเปรียบเทยีบเวลาที่ใชการคาํนวณของแตละวิธี  
โดยจําแนกตามระดับความหนาแนนของเมทริกซ 

 
 
 

Density of Zero = 1% Density of Zero = 5% 

Density of Zero = 10% Density of Zero = 25% 

Density of Zero = 50% Density of Zero = 75% 



 

 
                                  (7)                                                                          (8) 

 
(9) 

รูปที่1 (ตอ) แผนภาพเปรียบเทียบเวลาที่ใชการคํานวณของแตละวิธี  
        โดยจําแนกตามระดับความหนาแนนของเมทริกซ  

 
2. ลักษณะเมทริกซมากเลขศูนย ไดผลการวิเคราะหดังรูปที่ 2 โดยพบวา  

1) วิธี GE สามารถคํานวณไดเร็วที่สุดเสมอ สําหรับเมทริกซเปลี่ยนสถานะทุกขนาด 

2) สําหรับเมทริกซเปลี่ยนสถานะ ที่มีขนาดไมเกิน 10,000 วิธี LU สามารถคํานวณไดเร็ว
เทียบเทาวิธี GE 

3. ลักษณะเมทริกซแถบมากเลขศูนย ไดผลการวิเคราะหดังรูปที่ 3 โดยพบวา 
1) วิธี LU สามารถคํานวณไดเร็วที่สุดเสมอ สําหรับเมทริกซเปลี่ยนสถานะทุกขนาด  

2) สําหรับเมทริกซเปลี่ยนสถานนะที่มีขนาดไมเกิน 1,000 วิธี GE, CGS, BICG, 

BICGSTAB, LSQT, QR และ QMR จะเปนวิธีที่สามารถคํานวณไดเร็วเทียบเทากับ LU 

ตามลําดับ 
 

Density of Zero = 90% Density of Zero = 95% 

Density of Zero = 99% 



 
    รูปที2่ แผนภาพเปรียบเทยีบเวลาทีใ่ช                 รูปที3่ แผนภาพเปรียบเทียบเวลาที่ใช 
    การคํานวณของแตละวิธีของลักษณะ                       การคํานวณของแตละวิธีของลักษณะ 

              เมทริกซมากเลขศูนย                                             เมทริกซแถบมากเลขศูนย 
 

 
สรุปผลการวิจัย  
  จากผลการวิเคราะหพบวา สําหรับเมทริกซหนาแนนทุกขนาด และระดับความหนาแนนทุก
ระดับ  วิธี CGS สามารถคํานวณไดเร็วที่สุด สําหรับเมทริกซมากเลขศูนย พบวาวิธี GE สามารถ
คํานวณไดเร็วที่สุด และสําหรับเมทริกซแถบมากเลขศูนย พบวาวิธี LU สามารถคํานวณไดเร็วที่สุด 

ในงานวิจัยนี้ มีขอจํากัดอยูที่การพิจารณาเมทริกซขนาดใหญสุดไดเพียง 5,000 x 5,000 ซ่ึง
ในกรณีที่มีเมทริกซขนาดใหญกวานี้ หนวยความจําสํารองที่มีอยู (RAM 1 GB) จะไมสามารถทํา
การคํานวณได อาจใชวิธีการแกปญหาโดยการแบงสวนเมทริกซ (Matrix Partitioning) เพื่อให
สามารถคํานวณเมทริกซที่มีขนาดใหญขึ้น โดยใชหนวยความจําสํารองขนาดเทาเดิม 
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